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Resumo |

Neste trabalho sdo apresentadas interpretagbes para varidveis intrinsecas do método de
ortogonalizagio QR, baseado em rotagdes de Givens, quando aplicado ao problema dos minimos
quadrados. Em particular, é apresentada uma interpretagdo original dos elementos da matriz
de sistema que descreve as operages de adaptagio e filtragem dos algoritmos QR-RLS baseados
em rotacoes de Givens. Essas interpretages sdo obtidas estabelecendo-se uma conexdo entre o
método QR baseado em rotagdes de Givens e 0 método de Gram-Schmidt. Elas ndo s6 permitem
uma melhor compreensao dos varios algoritmos recursivos dos minimos quadrados que utilizam
a triangularizagio ortogonal da matriz de dados como também fornecem subsidios para o
desenvolvimento de novos algoritmos.

Abstract

In the context of the least squares adaptive filtering method the paper presents some inter-
pretations for intrinsic variables of the QR method, based on Givens rotations. Particularly,
an interpretation is presented for the elements of the system matrix that describes the filtering
and parameter update operations of QR-RLS algorithms using Givens rotations. These inter-
pretations are based on the connection between the QR method using Givens rotations and
the Gram-Schmidt orthogonalization method. They give an insight of different least squares
recursive algorithms that are based on the orthogonal triangularization of the data matrix and
are useful for the development of new algorithms.
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Sobre Algoritmos RLS que Utilizam Triangularizagio Ortogonal

1 INTRODUCAO

Os algoritmos recursivos dos minimos quadrados (RLS — Recursive Least Squares)
tém propriedades de convergéncia mais robustas quando comparados aos algoritmos
do gradiente estocdstico (LMS — Least Mean Squares).! No caso dos primeiros
algoritmos RLS propostos, esta vantagem era obtida 4 custa de uma complexidade
computacional significativamente superior. Porém, no ambiro da filtragem adaptativa,
o desenvolvimento dos algoritmos RLS rdpidos'? reduziu de forma significativa a
diferenca da complexidade computacional dos dois tipos de algoritmos. Infelizmente,
como é reportado na literatura (e.g.),! muitos destes algoritmos apresentam problemas
de instabilidade numérica.

Do ponto de vista da robustez numérica, a decomposigio QR baseada em rotagdes
de Givens ¢ reconhecida como um dos melhores métodos para resolver o problema
dos minimos quadrados.!4? Aplicada ao problema dos minimos quadrados, ela resulta
em um procedimento em que somente dados transformados sao utilizados, sendo
que os coeficientes timos podem ser obtidos pelo método de substituigdes sucessivas.
Um resultado fundamental para o desenvolvimento de algoritmos QR-RLS rdpidos
foi introduzido por McWhirter,® que observou que a operagao de substituicoes
sucessivas nio € necessdria, caso somente o erro de estimagio 4 posteriori seja de inte-
resse. Neste caso, os coeficientes do filtro transversal nao aparecem explicitamente.
Os erros de estimagdo para todas as ordens inferiores ou iguais 4 ordem do problema
de estimagio sio calculados por um dnico filtro ortogonal variante no tempo, que
recebe a denominagio de estrutura de McWhirter. Nos tltimos anos foram propostos
diversos algorltmos QR-RLS rdpidos utilizando essa estrutura.>”?

A primeira vista, as varidveis internas dos algoritmos QR-RLS rdpidos s3o grandezas
distintas daquelas dos algoritmos RLS rdpidos. Entretanto, Regalia e Bellanger’
mostraram, em seu artigo, que os coeficientes de reflexdo e de regressio de um filtro
em trelica normalizado aparecem como varidveis intermedidrias quando a decompo-
sicio QR ¢ aplicada ao problema dos minimos quadrados. Conseqiientemente, os
algoritmos QR-RLS rdpidos podem ser utilizados em aplicagGes em que os coeficientes
étimos sdo de interesse, sem que seja necessdrio efetuar o procedimento de substituigdes
sucessivas.

Complementando as interpretagoes de Regalia e Bellanger,’ o presente trabalho
relaciona varidveis internas dos algoritmos QR-RLS rdpidos, baseados em rotagdes de
Givens, com varidveis dos algoritmos recursivos em ordem que utilizam o procedimento
de ortogonalizagio de Gram-Schmidt.63 Para estabelecer essas relages, parte-se da
descrigio das operagdes de filtragem e atualizagdo dos coeficientes no algoritmo RLS
convencional, que podem ser descritas por um sistema linear variante no tempo. A
matriz de sistema variante no tempo, correspondente aos algoritmos RLS, obtida a
partir da ortogonalizagio QR utilizando rotagdes de Givens, ¢ interpretada como
resultante da aplicagio de uma transformagio similar 2 matriz de sistema que descreve
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o algoritmo RLS convencional. A comparagio entre os dois métodos de triangularizagio
ortogonal permite uma interpretagio original dos elementos da matriz de sistema que
descrevem os algoritmos QR-RLS baseados em rotacdes de Givens. Essas interpretagoes
facilitam também a dedugio de uma série de relagbes matemdticas envolvendo os
vetores de erro de predigdo regressivo a priori e a posteriori e o fator de conversio.
Baseado nesse conhecimento, ¢ possivel deduzir outros algoritmos, como, por exemplo,
o apresentado no texto de Miranda & Gerken.12

No texto a seguir, sdo introduzidas inicialmente a notagio utilizada e algumas
relagbes matemdticas referentes ao algoritmo RLS convencional. Nos itens 3 e 4 ¢
feita uma curta revisio dos métodos de triangularizagao ortogonal QR e de Gram-
Schmidt, quando utilizados para resolver o problema dos minimos quadrados. Segue
entao a comparagio entre os dois métodos e a conseqiiente interpretacio dos elementos
da matriz de sistema ortogonal, que descreve a atualizagdo dos coeficientes e a operagao

de filtragem dos algoritmos QR-RLS.

2 A ESTIMACAO DOS MINIMOS QUADRADOS

O problema de filtragem dos minimos quadrados de ordem M consiste em
determinar no instante 7 o vetor de coeficientes w, (), que minimiza a fun¢ao

:

e leutof |

1
onde €,,(n)=A*(n)e, (0): e, (n)]" é o vetor dos erros de estimagao « posteriori.
Este vetor é definido como a diferenga entre o vetor de respostas desejadas
1
d(n) = A2 (n)[d(0)--- d(n)]" e o vetor estimado destas respostas, d(») = A, (m)yw,(n).
A matriz de dados de entrada

(n—j+1)

A, =[4,GD]=[N 2 w(j-i)

¢ uma matriz de dimensio (7 + 1) x M (n+1) com {u(j — 1)} representando a seqiiéncia

de dados pré-janelada (u(£) = 0 para £ < 0). A matriz

n (n—=1)

A(n) = diag AZN 2]
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é a matriz de ponderagio, sendo \ o fator de esquecimento (0 << X < 1). A fungio (1)
¢ minimizada quando o vetor de coeficientes satisfaz

2
L w,, (n) =D, (n)zM(n)J,

onde

3
L(I)M(n) = AL(n)AM(n)]

¢ a matriz de autocorrelagio dos dados de entrada e

4
| () = AL (n)d(n) ]

o vetor de correlagdo cruzada de dimensio M x 1. A matriz de autocorrelagio ®, (n)
de dimensao M x M é admitida como sendo nio singular. Os correspondentes vetores
de estimacdo e de erro de estimagdo timos satisfazem

5 6
L&(n)=PM(n)d(n)J e LeM(n)=(I—PM(n))d(n)}

sendo P, (n) = A, (n)®, (A%, (n)o operador de projegao responsével pela projegao

do vetor de respostas desejadas que ¢ ortogonal ao erro de estimagdo Gtimo.

2.1 O algoritmo RLS convencional

No algoritmo RLS convencional, o vetor de coeficientes w,{) pode ser obtido
através da seguinte operagao adaptativa:'

7
LWM(n) =w,(n— 1)+gM(n)a(n)j,

sendo 0(#) o erro de estimagdo a priori obtido através da operagio de filtragem

? o(n) =d(n) — uL(n)wM(n - lﬂa

onde u,(n) = [u(n) w(n—1) ... u(n — M + 1]7 é o vetor de dados de entrada no
instante # para a ordem M. O vetor g,(n), conforme,>! pode ser obtido como

gy(n)= }\'lyM(n)(I);,,l(n —Du,,(n)

ou

9
[ 8 = <I>;;<n>uM<n>].
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Por sua vez, o fator de conversio v,(7), definido como o quociente entre os erros
de estimagao  posteriori e a priori,"1° satisfaz

10
l Y (n) = l—uz(n)q);;(n)uM(iﬂ,

Introduzindo-se o erro normalizado em 4ngulo’®

11 1 1
L €y(n)=vi(na,(n)=v,/ (n)eM(n)]

é possivel reunir (7), (8) e (11) no seguinte conjunto de equagdes recursivas no tempo que
caracterizam as operagbes de adaptagio e de filtragem do algoritmo RLS convencional:

w ,,(n) _ Sw(n)|:wM(n—1)
8M(”) d(n) ’

onde S$#(#) é definida como

I-g,(muln) g,
S¥(n)=| 1 1|
—v (mul,(n) vi(n)

O algoritmo RLS convencional é suscetivel a0 ruido numérico em aritmética de precisao
finita.! Uma forma de amenizar este problema consiste em efetuar uma triangularizagao
ortogonal conveniente na matriz de dados, o que significa efetuar uma troca de
coordenadas em (12). Na verdade, o sistema (12) pode ser transformado em um niimero
ilimitado de sistemas com o mesmo comportamento entrada-saida e resolvendo o
mesmo problema dos minimos quadrados.!! Apesar de os sistemas resultantes serem
teoricamente equivalentes, o comportamento numérico pode variar conforme o sistema
de coordenadas usado. A equivaléncia entre eles é exata somente no caso de aritmética
de precisio infinita.

3 A TRIANGULARIZACAO ORTOGONAL
DA MATRIZ DE DADOS

A triangularizagio da matriz de dados pode ser convenientemente descrita por

OIS RA(,)@) |

QA= 2 ()
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onde Q,(7) é uma matriz unitdria de dimensdo (7 + 1) x (7 + 1) e R, (#) é uma matriz
triangular superior de dimensio M x M. Como A, (n) é uma matriz de dimensio
(n + 1) x M, ¢é interessante considerar a parti¢io da matriz Q,/(#) em duas matrizes,
uma de dimensio M x (n + 1) representada por Q1,,(#) e outra de dimensio (7 + 1 —
M) x (n + 1) representada por Q2,,(#).

A fungio custo do problema dos minimos quadrados (1) fica inalterada se
incluirmos nos cdlculos a matriz unitdria Q,(#), isto é,

14 2 2
[ sl =futecof |

Considerando o vetor do erro de estimagio « posteriori

e, (n)=d(n)— A, (n)w, (n)

e introduzindo-se a notagao

15 16
L Q1,,(n)d(n)= dql(n)] e LQZM(n)d(n) = dq2(n)J

obtém-se com (13) a seguinte expresso:

17
| dql,(n) | | R (n)
lQM(n)eM(n)_L@M(ﬂ)} [ 0 }WM(n)'

De (17) conclui-se que a norma euclidiana do vetor dos erros de estimagio a posteriori
¢ minimizada quando a seguinte equagio ¢ satisfeita:

18
ldql(n) =R, (n)w () ]

condigdo em que

19

[ u=lewof =aazof |

Como R, (n) é uma matriz triangular superior, o vetor de coeficientes 6timos pode
ser obtido de (18) pelo método de substituigdes sucessivas.!
Observando que

Q3 (MQ 4 (n) = Q 1 (MQ, () =1,

obtém-se da equagdo (13) a igualdade

20
[ A, (n)= Qlil(n)RM(n) ]
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Com (20), (18) e (15), conclui-se que o vetor estimado étimo satisfaz

21
[ d(n)=A,,(n)w ,,(n) =Q1%,Ql,, (n)d(n) ]

De (18), (17) e (16) resulta que o erro de estimagao minimo satisfaz

22
l e, (n)= QZ]Tw Q2M(n)d(n)].

Desta forma, o operador de projegio fica definido pela matriz Q1,,(n), isto ¢,

23
t P, (n) =Q1fw(n)Q1M(n)]

e o complementar do operador de projegao pela matriz, Q2,,(7)

24
l I—PM(n)=Q2;(n)Q2M(n)].

A partir de (20) e (15) resulta que o vetor de correlagio cruzada (4) da equagdo nor-

mal ¢ dado por

25
l zM(n)zRL(n)dql(n) J

Finalmente, a matriz de autocorrela¢io satisfaz

26
l P, (n) =R1T‘,,(n)RM(n) ]

o que decorre das equagdes (20) e (3).

A matriz Q,(n) pode ser interpretada como uma rotagio do subespago gerado pelas
colunas da matriz A, () e pelo erro de estimagdo 6timo e,,(n), o qual ¢ ortogonal as
colunas da matriz A, (). No caso, a matriz Q,,(n) faz coincidir o subespago gerado
pelas colunas da matriz A, (), de dimensdo M, com o subespago correspondente aos M
primeiros vetores da base do espago euclidiano, de dimensdo (# + 1) x (7 + 1), utilizado
na representagio. O subespaco de dimensdo 7 + 1 — M, que contém o erro de estimagdo
étimo e,,(7) é ortogonal ao espago das colunas de A, (n), coincide entdo com o subespago
gerado pelos demais 7 + 1 — M vetores da base euclidiana. Esta transformagao afeta o
sinal de entrada, o sinal desejado e o operador de projecio, sem alterar a matriz de

autocorrelaco, o vetor de correlagao cruzada e o vetor de coeficientes étimos.
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3.1 Atualizacio no tempo

As atualizagGes no tempo da matriz unitdria Q,(#), da matriz de dados triangu-
larizada R,(n) e do vetor de respostas desejadas rotacionado dq(#) podem ser

convenientemente descritas (ver Haykin)! por

1

T(n){QM(n_l) 0} NZA,(n—1) A2d(z-1)|_
0 Ul ul () d(n)

Qi (n)

27 _ _ )
| 1 1

MR, (n-1) \2dqln-1| |Ru)  daln)
=T(n) 0 )\%qu(n—l) 2 \2dq2(n-1)
wu () d(n) Ou eyln)

A matriz T(n) é o produto de M rotagdes de Givens utilizadas para anular os M
elementos do vetor uZ(n). Destas operagbes decorre que o elemento nio nulo da
tltima linha da matriz resultante em (27) é o erro de estimagio 4 posteriors, normalizado
em Angulo €,,(n) definido em (11) (ver McWhirter).® Eliminando-se da matriz T(#n)
as linhas e colunas de indices M + 1 até », obtém-se uma matriz unitdria de dimensio
(M + 1) x (M + 1), aqui denominada de $/(»). Com o auxilio desta matriz pode-se
reescrever parte da equagio (27) como sendo

28

§7(m| N Ry (n=1) Ndql(z—1) {RMW dql(n)} |
u,(n) () o, &,

Esta igualdade mostra que a matriz ortogonal 87(»), além de atualizar a matriz
R,,(7) no tempo, também faz o papel de matriz de sistema que descreve as operagoes
de adaptagio e filtragem do algoritmo QR-RLS. Cabe observar que em (28) o vetor
dq1(#) tem o mesmo papél que w,(n) em (12).
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4 O PROCEDIMENTO DE
ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

No procedimento de ortogonalizagao de Gram-Schmidst, é determinada uma base
de M vetores mutuamente ortogonais, a partir de um conjunto de M vetores
linearmente independentes. No caso, esse conjunto é formado pelas colunas

[ w(1-7) ]
a(n—i+1)=AZ (n) o
u(n—1)
| u(n—i+1) |

1 < i < M, da matriz de dados A, (). O procedimento bésico é formar os vetores
b . _ : : .
e; (n), de dimensdo 1 x (n + 1), a partir das colunas a(n— 7 + 1), subtraindo de cada

coluna a(z — 7 + 1) as suas componentes no espago gerado pelos vetores ei.,l(n),

lsj7s<i-1,i1st05¢,

29

[ eg(n) =a(n)

ef_l(n)=a(n—z'+1)—é(n-—z'+1)

O vetor 4(z — i + 1) representa a projegio da coluna a(z — i + 1) no subespaco

) b
descrito pelos vetores e ]._l(n):

30 i1
l a(n—i+1)= Zkﬁ(ﬂ)e

=1

para, i = 2,3, ..., M, com
a1

k;(n)=

e[;.:(n)a(n—i+l)

ol

,j <1

2 1 ()
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Combinando as equagdes (29) e (30) e considerando as M colunas da matriz A, (n),

chega-se 4 seguinte expressio matricial:

: . B
a (n) e, (n)
T 6T
a (n—1 e’ (n
. . L. ) K, ()],
a' (n—M+1) ] e, (n) ]
L A;,[((n) G/;r(n) y

onde K, (n) é uma matriz triangular superior, de dimensao M x M, com os elementos
da diagonal principal unitdrios. Os elementos da coluna ; de K, (n) para i > j s3o os
coeficientes /eﬁ(n) obtidos das projecoes sucessivas da coluna a(z — 7 + 1) sobre os
vetores e?._l(n),l < j < M. As M colunas ortogonais da matriz G,(n) nio sdo

normalizadas. Desta forma, o produto

G (n)G,,(n)=D,,(n)

é uma matriz diagonal, cujos elementos representam a norma ao quadrado dos vetores

ortogonais e/;._l(n),l < i < M, obtidos no procedimento de Gram-Schmidt.

4.1 Interpretagoes

Como a estimativa de a(z — 7 + 1), obtida em (30), é ortogonal a ef_l(n) e as
colunas da matriz A,(#) sio formadas por dados seqiienciais deslocados, entio,
utilizando-se o principio da ortogonalidade, conclui-se que e’ () representa o vetor
dos erros a posteriori de predigio regressiva de ordem 7 — 1. Assim, a matriz G,,(n)

pOdC ser reescrita como:

33 -
lGM(n);[eg(n)---efw;l(n)]=[b(0)'“b(ﬂ)] -

Os elementos 4. ,(n), 1 < i < M, do vetor coluna b(n) sdo os erros de predigao
regressiva

bor(m) = uln=i+D—=is(n—i+1|U, ),

s . | ]
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onde U, representa o conjunto das 7 — 1 amostras, {u(n) u(n—1) ... u(n—i+2)}. A
partir da equagio (32), obtém-se

[ [b(o)---b(n)]=KMT(n)[uM(0)~-uM(n>]A;(n)],

-7 . . . ~
e, portanto, b(z) = K7, (n)u ,,(7),0 que permite fazer as seguintes interpretagdes (ver

também, Haykin! e Proakis et al):3

* os elementos nao nulos da linha 7 da matriz K7, () sdo os coeficientes do filtro

de erro de predigio regressiva de ordem 7 — 1;
* acolunaide G,(n), 1 < i< M ¢ a seqiiéncia de erros de predigio regressiva,

correspondente ao filtro da 74m linha de K}f (n);

* os elementos da matriz diagonal D, (n) correspondem 2 energia de erro de
& p
predi¢o regressiva,

D, (n) = diag[E}(n), EX(m), .. €y, (W},

sendo que a energia de erro da predigdo regressiva £’ () estd associada ao filtro

2
5
e, (n)” .

Aplicando-se o procedimento de ortogonalizagio de Gram-Schmidt 2 matriz
[A,(n) d(n)], resulta a matriz ortogonal [G,,() e,(n)], onde e, (n) = d(n) - d(»).0

vetor de respostas desejadas estimado d(n) pode ser obtido a partir dos vetores

de erro de predigio da 7™ linha de K7 (). Desta forma, & (n) ='

ortogonais ei._l(n), l<;s M

t d(n) = 34!, (€], ()= G, ()KL, ()

onde

36

i 6T

 (n)

37

[kfw(n) = [k ] :Dﬁ}(n)GL(n)d(n)].
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A
Neste caso, e,(#), que ¢ ortogonal a d(n), é o vetor dos erros de estimagdo 4
posteriori que minimiza a fungdo custo definida em (1). O vetor de estimagao 6timo ¢

dado por

38
[ d(n) =G, (n)D . (nG, (n)d(n)]

Consegqiientemente, para o operador de projegio, resulta a seguinte expressao:

P, (1) =(G (n)D ] 2(n) (D, 2(n)G (n)) = 2 L (n)e (n),

sendo

‘39 2 ()= a0
l £ )

o vetor dos erros de predigio regressivos  posteriori normalizados.

A estimativa de d(n) obtida utilizando-se os erros de predigao regressiva e’;. (n),

1 < j < M é conhecida como estimativa do processo conjunto, € 0 vetor K4, (n)
representa o vetor dos coeficientes da estimagao do processo conjunto, também
chamados de coeficientes de regressio. Como

40
[ d(n)=A,, (W)W ,,(n) =G, (WK4%, (n)J

o vetor de coeficientes 6timos w,(n) satisfaz

a1
L K, (n)w, (n) =K} (rﬂ

1
As matrizes R ,,(7) e D3, (#n)K ,,(n) sdo iguais, pois ambas sdo fator de Cholesky

da matriz de autocorrelagio A M(n)A (). Isto resulta das equagdes (20) e (32) e
das propriedades das matrizes envolvidas. Assim, comparando (18) e (41), conclui-se

que os vetores K* (1) e dql(n), resultantes dos procedimentos de ortogonalizagao

de Gram-Schmidt e de Givens da matriz A, (n), estio relacionados pela matriz

diagonal Djlzw(n)

42
tdql(n) D? (n)Kd(nj
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Conseqiientemente, dql(z) tem uma interpretagio equivalente ao coeficiente de
regressio do estimador conjunto. Substituindo (37) em (42), conclui-se que
-1

QIT(ﬂ)ZGM(”)DA;(n). Logo, as colunas de Q17(n) sio os erros da predigdo

regressiva a posteriori normalizados e, (n), 1 <i=< M, introduzidos em (39). Desta
forma, como dql(n) = Q1(n)d(n), os elementos de dq1(») sdo os coeficientes das
projegoes do vetor de respostas desejadas sobre os erros de predigao regressiva a poste-

rior: normalizados.

5 CONSIDERACOES SOBRE A MATRIZ
DE SISTEMAS S()

A equagio (28) mostra que as operagdes de adapfagio e de filtragem dos algoritmos

QR-RLS podem ser descritas pelo seguinte sistema variante no tempo:

43

= {dql(ﬂ):| =sq(n) ngql(n—l) s
€u(m) d(n)

onde a matriz unitdria S$’(#) é a matriz de sistema. A equagio (18),
dql(n) = R, (n)w,(n), sugere que a matriz R, (n) pode ser interpretada como uma
transformagdo similar que modifica o sistema (12) no sistema (43). Realmente,

R, (n O
o 1

em (12), resulta, apés algumas manipulagées algébricas, o sistema equivalente (43)

aplicando-se a transformagio

sendo

44

§7(m) =42, ()| N9 (OT(n) ¥,2 (b | |
—7 (n) 1
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onde
a5 )
F(n)=Rﬁ(n)R;[(n—l) ,
46 ~
b(n)=R;] (n)u,(n) |5
a7 1

l$(n) =\ 2R} (n=1u,,(n) |

1
A raiz quadrada do fator de conversio ,Y?M(n) , definido em (10), neste caso pode ser

calculada através da seguinte expressio:!

48

[ Yz(n)zncosei(n) ]

i=1

Os angulos {0i(n)} s3o calculados de forma a eliminar os elementos do vetor u,(7) em
(28), sendo que os algoritmos QR-RLS rdpidos utilizam a predigao progressiva e
regressiva para fazer este cdlculo de forma eficiente.

Os erros de estimagio 4 posteriori podem ser obtidos diretamente, a partir de (43),
sem efetuar a operagio de substituicoes sucessivas necessdria no cdlculo do vetor de
coeficientes do filtro transversal w,(n).8 A equagio (43) caracteriza um sistema
ortogonal variante no tempo, devido is caracteristicas da propria matriz §%(z), a qual
resulta do produto M de rotagbes de Givens. Esse sistema pode ser representado como
uma cascata de sistemas ortogonais de primeira ordem, conhecida como estrutura de
McWhirter.5 Nesta estrutura, cada bloco da cascata € caracterizado por uma rotagao
de Givens definida por 6,(#).

1

Substituindo em R, () = Dz(n)K y(n), em (46) e (47), obtém-se

49 ~
b(n)=D 2 (n)K;! (n)u,,(n)
b(#n)

50
’ -1 -1

B(n) =\ 2D,2 (n= DK} (n—Du,, (n)}
U(n)
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A partir das observagdes sobre as matrizes K,/ (n),D,(n) eG 1), efetuadas na
se¢do anterior, é possivel interpretar adequadamente as equagbes (49) e (50) da seguinte
forma:

* Na equagio (49) o vetor b(n) representa as saidas, no tempo 7, dos filtros

. -T , . .
definidos por K7 (7). Isto ¢, o vetor dos erros de predigio regressivos  poste-

riori no tempo n. Conseqiientemente, os elementos do vetor

— - - — T
b(n) =[,(2), by (1), -+, By ()]

sa0 os erros de predigdo regressivos a posteriori normalizados

parad s ks M-1.
* Da equagio (50), conclui-se que os elementos do vetor $(n) sao saidas, no

tempo 7, dos filtros de erro de predigdo regressiva definidos por K/ (z—1).
Isto &, dos filtros de erro de predigdo regressiva com os coeficientes otimizados
para o instante de tempo 7 — 1. Portanto, ys(») é o vetor dos erros de predigao
regressiva a priori no tempo z. Os elementos de

B0 = [y (), By (), Py ()]

sdo os erros de predigio regressiva 4 priori, normalizados pela energia do erro de
1

predigio regressiva z posteriori no tempo 7 — 1 e ponderados por 32 ou seja:
>

52

‘ZL—(”) "—'—l"llf(i‘ ’

N2EZ (n=1)

para0 < ks M- 1.

Como a matriz $%(#) é o resultado do produto de uma seqiiéncia de rotagoes de

Givens, resulta que S7 (2)8?(n) =1 87(#)S?" () = I. Desta igualdade resultam as

seguintes propriedades:
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ol = v

-
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l
T

[d:(n) vM(n)vrT(mb(nj

56 1
l b(n>=vr<n>v(n)J,

l E("W(”):“’?‘3(”)(1"‘FT(”)F(”))] ) lB(n)ET(n)=I—)\F(n)FT(n)J

Tais propriedades, embora nio sejam exploradas neste trabalho, mostram-se tteis
tanto para a andlise de propriedades de estabilidade como para o desenvolvimento de
novos algoritmos QR-RLS.

6 CONSIDERACOES FINAIS

Relacionando-se dois procedimentos de triangularizagao ortogonal da matriz de
dados, um baseado em rotacoes de Givens e outro no método de Gram-Schmidt,
foram apresentadas interpretagdes para varidveis internas dos algoritmos QR-RLS
baseados em rota¢bes de Givens. A andlise e as interpretagdes apresentadas permitem
nio sé6 uma melhor compreensio dos algoritmos QR-RLS baseados em rotagdes de
Givens e das suas relagbes com outros algoritmos RLS, mas também o desenvolvimento
de novos algoritmos RLS rdpidos, numericamente robustos. Por exemplo, na referéncia®
o vetor dos erros de predigio regressiva normalizado b(n) ¢ utilizado no
desenvolvimento de um algoritmo QR-RLS rdpido. Neste caso, o vetor b(#) éobtido
através de um filtro em trelica normalizado baseado no erro a posteriori. A identificagao

do vetor de erros de predigio regressiva @ priori ys(n), normalizado em relagio a

energia do erro de predigdo regressiva a posteriors, na matriz $%(n) permite o
desenvolvimento de algoritmos QR-RLS rdpidos baseados nos erros de predigio 4
priori. Um algoritmo deste tipo foi proposto por Miranda & Gerken.!213
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