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Resumo
O objetivo deste trabalho consiste em analisar os efeitos da aplicação de con‑

dições de transversalidade sobre uma versão adaptada do modelo trade‑off de‑
semprego‑inflação de Taylor (1989). A necessidade de aplicar as condições de 
transversalidade surge na medida em que modificamos a abordagem do modelo 
base, mais precisamente quando tonarmos variáveis as condições de fronteira do 
problema. Nesse sentido, propomos quatro diferentes abordagens: linha terminal 
horizontal (tempo final variável), linha terminal vertical (estado terminal variá‑
vel), estado terminal e tempo final variáveis, e horizonte de planejamento infinito. 
Os resultados encontrados nos mostram que, exceto em um dos casos, as con‑
dições de transversalidade acabam por alterar os resultados originais, sugerindo 
assim que o problema pode de fato ser visto sob ópticas diferentes no que diz 
respeito à elaboração de políticas.

Palavras‑chave: Condições de transversalidade; Trade‑off desemprego‑inflação; 
Modelo de Taylor.

 1
INTRODUÇÃO

Este trabalho tem como objetivo demonstrar a importância das condi‑
ções de transversalidade na óptica do cálculo de variações, utilizando como 
problema‑base o modelo adaptado de Taylor (1989) de trade‑off desempre‑
go‑inflação. A análise é realizada com base na proposta de Chiang (2000). Su‑
põe‑se que, dependendo das hipóteses adotadas acerca do comportamento 
das variá veis que compõem as condições de fronteira, a utilização de condi‑
ções de transversalidade específicas pode acabar modificando a solução origi‑
nal do problema.
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 2
REFERENCIAL TEÓRICO

2.1 * Trade‑off desemprego‑inflação 
A abordagem teórica que melhor explica o trade‑off entre inflação e desem‑

prego é conhecida como a curva de Phillips. Segundo Stiglitz e Walsh (2003), 
a teoria da curva de Phillips foi desenvolvida por A. W. Phillips, para demons‑
trar a existência de uma relação inversa entre o desemprego e a taxa de aumen‑
to dos salários monetários do Reino Unido, no período de 1861 a 1957.

Como principal instrumental e fundamento teórico, a curva de Phillips 
relaciona a inflação com a taxa de desemprego, sendo o emprego uma pro‑
xy do nível de atividade da economia. Como citado, o conceito da curva de 
Phillips surgiu no final da década de 1950, tornando‑se a partir de então um 
dos principais instrumentos na tomada de decisão de políticas macroeconô‑
micas econômicas. Desde o seu surgimento, a teoria sofreu vários ajustes de 
acordo com a conjuntura econômica e questionamentos teóricos. No entanto, 
a relação apresentou algumas contradições no decorrer de sua existência. Ape‑
sar de adaptações, a maneira como as variáveis desemprego e inflação relacio‑
nam‑se varia de país a país e ao longo do tempo (BLANCHARD, 2005). 

Para ajudar a explicar a relação entre inflação e desemprego no curto e no 
longo prazos, Friedman e Phelps introduziram uma nova variável na análise: 
a inflação esperada, que mede a expectativa relativa à variação do nível geral 
de preços (MANKIW, 2001).

Segundo Froyen (2001), na visão dos monetaristas, dentre eles a de Milton 
Friedman, o trade‑off entre a taxa de desemprego e a taxa de inflação pode ser 
observado somente no curto prazo. De acordo com Friedman (1968), as com‑
binações entre a oferta dos fatores de produção, tecnologia e instituições eco‑
nômicas determinam o equilíbrio entre o produto e a taxa de emprego no lon go 
prazo. Alterações na demanda agregada acarretam apenas movimentos tem‑
porários na economia, e as forças de equilíbrio fazem que os níveis de produto 
retornem à sua taxa natural.
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No longo prazo, as pessoas passam a esperar qualquer taxa de inflação. 
Como percepções, salários e preços acabarão por se ajustar à taxa de inflação, 
e a curva de oferta agregada de longo prazo é vertical. Nesse caso, variações 
na demanda agregada, tais como aquelas decorrentes de alterações na oferta 
de moeda, não alteram a produção de bens e serviços (MANKIW, 2001).

Para Mankiw (2001), a taxa natural de desemprego não deve ser conside‑
rada como a taxa de desemprego desejada para uma economia. Nem mesmo 
deve ser considerada como constante; ela depende de fatores específicos do 
mercado de trabalho, tais como o poder dos sindicatos, a legislação do salário 
mínimo, a eficácia da busca pelo emprego, entre outros.

Ainda segundo Mankiw (2001), aumentos na oferta de moeda, aumento 
ou redução nas despesas do governo ou cortes nos impostos, ou seja, instru‑
mentos de políticas monetária e fiscal, deslocam a economia ao longo da curva 
de Phillips. Contudo, esses instrumentos não exercem influência sobre a taxa 
natural de desemprego. Ela somente poderá ser reduzida se houver mudanças 
no funcionamento do mercado de trabalho, como melhorias na legislação do 
salário mínimo, na legislação relativa à negociação salarial, criação de progra‑
mas de treinamentos ou na mudança da estrutura produtiva e da produtividade 
do trabalho.

Apesar de o arcabouço teórico ter evoluído e vários ajustes terem sido fei‑
tos nas teorias iniciais, a curva de Phillips é um instrumento um tanto quanto 
incerto. A discussão sobre como são formadas expectativas coloca em questão 
até a própria existência do trade‑off. Segundo Sicsú (2002), não existem am‑
plas evidências, entre os economistas, de que a curva de Phillips com expec‑
tativas possa realmente explicar a realidade. Em seu manual, Blanchard (2005, 
p. 26) escreveu:

Essa relação manteve‑se adequada a partir de 1970. Mas evidências de sua 

história anterior, assim como evidências de outros países, indicam a necessi‑

dade de diversas advertências. Todas elas sobre o mesmo tema: a relação 

entre inflação e desemprego pode variar – e de fato varia – entre países e ao 

longo do tempo.

2.2 * Teoria das expectativas adaptativas
Conforme explicitado anteriormente, as expectativas dos agentes desem‑

penham fundamental papel sobre a formulação da curva de Phillips. Nesse 
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caso, a influência dá‑se sobre como os agentes formam suas expectativas em 
relação ao nível de preços em uma data no futuro. Cagan (1956) formula que 
a inflação esperada é formada por meio de uma média ponderada entre as 
inflações esperada e efetiva de períodos anteriores.

Friedman (1968) constrói um modelo assumindo a formulação expressa 
por Cagan (1956) para as expectativas dos agentes quanto à inflação, indican‑
do uma relação nominal entre inflação e desemprego no longo prazo. Ou seja, 
a curva de Phillips assumiria um formato vertical, indicando que políticas mo‑
netárias para controle de variáveis reais, tais como desemprego e produto, se‑
riam inócuas no longo prazo.

De acordo com Marques (1987), considerando uma função de expectativas 
dos agentes dessa forma, ela permite a ocorrência de erros contínuos de pre‑
visão, os quais possibilitem, mesmo no longo prazo, alguma relação entre a 
inflação e o desemprego. Para tanto, seria apenas necessário permitir que as 
taxas de inflação possam variar sistematicamente.

Podemos observar, portanto, que ainda existe muito debate acerca da rela‑
ção entre inflação e o nível de desemprego. Muitos modelos (teóricos e empí‑
ricos) abordam o tema de maneiras distintas, apresentando, consequentemen‑
te, resultados bastante controversos. O problema torna‑se mais interessante 
após a aclamada “Crítica de Lucas” e sua teoria das expectativas racionais, a 
qual supõe que os agentes, em vez de apenas observarem valores passados, 
captam todas as informações disponíveis para formular suas expectativas. 
Dessa forma, vários modelos macroeconômicos estariam superestimando a 
rigidez de variáveis reais.

2.3 * Modelo de Dornbusch
Em economias abertas com taxa de câmbio flexível, é de conhecimento no‑

tório que a taxa de câmbio apresenta um comportamento extremamente vo‑
látil, sugerindo que o mercado de divisas seja um dos mais (se não o maior) 
voláteis que existem. Isso também é observado em mercados de ativos em 
geral, como títulos, ações e derivativos. Essa mudança de condições com bas‑
tante frequência se deve aos constantes choques sofridos pela economia. To‑
davia, os mercados de bens também estão sujeitos a essa grande intensidade 
de choques. Por que, então, não se observa essa inconstância nesses mercados? 
Uma das possíveis explicações foi sugerida por Dornbusch (1976), no que fi‑
cou conhecido na literatura econômica como modelo do overshooting. 
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A ideia do modelo de Dornbusch parte de uma premissa que, à época – 
década de 1970 – não era aceita pelo mainstream econômico: rigidez de pre‑
ços, ou seja, os preços domésticos são fixos no curto prazo e se ajustam lenta‑
mente em direção ao equilíbrio de longo prazo. A suposição encarada como 
mais adequada naquele tempo era de que os preços são perfeitamente flexíveis 
segundo Rogoff (2002). Vale dizer também que o modelo apresenta vários 
elementos do clássico modelo de curto prazo de Mundell‑Fleming para uma 
economia aberta.

Para que se possa entender a razão da alcunha de “modelo do overshooting” 
(e consequentemente a essência deste trabalho), é necessário expor antes al‑
gumas relações. A primeira consiste na paridade de juros descoberta, que 
compreende a igualdade entre retornos de ativos internos e externos, ajustada 
a variações na taxa de câmbio. A lógica dessa igualdade decorre da aplicação 
da lei do preço único e da inexistência de arbitragem. Assim, tem‑se: 

 i i E e et t t t= + ( )+* –1  (2.1)

em que i é a taxa de juros doméstica; i*, a taxa de juros estrangeira; e o último 
termo, a expectativa de desvalorização da taxa de câmbio nominal logarítmi‑
ca. Dornbusch (1976) supõe previsão perfeita dos agentes (isso se deve ao fato 
de que, na época em que foi produzido, as ferramentas para lidar com incerte‑
za ainda não estavam totalmente desenvolvidas). A outra relação necessária é a 
demanda por moeda, dada por: 

 σ= − ++m p µi y–t t t t1  (2.2)

em que m é a oferta de moeda nominal; p, o nível de preços; e y, o produto 
real; µ e σ são parâmetros positivos. Além disso, adicionam‑se as hipóteses de 
neutralidade da moeda e produto real determinado exogenamente. 

Agora pode‑se explicar a mecânica do overshooting. Suponha um aumen‑
to inesperado na oferta de moeda nominal. Como os preços são fixos no 
curto prazo, a oferta de moeda real aumentará. Dado que o produto real é 
exógeno e move‑se lentamente, todo o ajuste do lado da demanda terá que 
ser feito via queda da taxa de juros interna. Mas, levando em conta que a 
economia em análise seja pequena em relação ao resto do mundo, para que 
a taxa de juros caia e a paridade de juros seja respeitada, é preciso que haja 



Trade-off desemprego-inflação, Tácito Augusto Farias,  Fábio Rodrigues de Moura, João Júnior, Henrique 
Veras, André Melo

119

expectativa de apreciação da taxa de câmbio. Contudo, como será possível o 
câmbio se apreciar se partimos da hipótese inicial de uma expansão monetá‑
ria? A resposta está na ideia brilhante de overshooting de Dornbusch. Inicial‑
mente, o câmbio subirá bastante, ultrapassando o novo nível de equilíbrio. 
Dessa forma, abre‑se espaço para uma apreciação no curto prazo, sem impe‑
dir uma depreciação no longo prazo. Essa é a ideia principal subjacente ao 
modelo de Dornbusch. 

2.4 * Modelo de Dean Taylor original
Baseado no modelo de Dornbusch que especifica a equação de ajuste de 

preço como um trade‑off inflação e desemprego ou uma curva de Philips 
simplificada, Taylor (1989) afirma que, embora essa especificação possa ser 
apropriada no ambiente que ele considera em seu trabalho, é fora da realida‑
de com uma política monetária inflacionária. Uma expansão monetária con‑
tínua somente gera inflação, e o produto persistentemente excede o nível de 
pleno emprego.

O trabalho de Taylor analisa dois casos em que uma variável em t+1 (chama‑
da forward‑looking) é adicionada à equação de ajuste preço. No primeiro caso, 
é adicionada taxa de crescimento da moeda. No segundo, é adicionada a taxa 
de mudança do preço de equilíbrio. De acordo com Taylor (1989), essas duas 
equações de ajuste de preço ocasionam as mesmas políticas monetárias óti‑
mas para frear a inflação. Um choque no estoque de moeda seguido por ne‑
nhum crescimento monetário freia a inflação sem custos e instantaneamente. 
Quando essas taxas de crescimento forward‑looking são adicionadas no mo‑
delo, a taxa inflação é perfeitamente flexível. Ou seja, com um choque apro‑
priado no estoque de moeda, a economia pode caminhar de uma taxa de 
inflação de estado estacionário para outra situação de estado estacionário sem 
nenhum efeito na renda.

A primeira equação adicionada de um termo que representa o crescimento 
monetário é denotada por:

 
p Y Y m
• •

π ( )= − +
 

(2.3)

onde m⋅ é a taxa de crescimento contemporâneo da moeda. A segunda equação 
proposta por Taylor sugere que, aumentando a equação de ajuste de preço 
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pela solução de taxa de mudança de equilíbrio para o nível de preço, p–, os 
preços tornam‑se totalmente flexíveis. A equação de preço se torna: 

 
p Y Y p
•

π ( )= − +
 

(2.4)

Para resumir, com (2.3) e (2.4), a inflação pode ser controlada sem causar 
uma recessão, pois, embora os preços sejam rígidos e não sofram choques, a 
taxa de inflação é perfeitamente flexível. A taxa de inflação pode ser reduzida 
instantaneamente aumentando a oferta de moeda para o novo nível de equilí‑
brio na taxa de inflação desejada e, assim, mantém o crescimento monetário 
igual à taxa de inflação. 

Ademais, quando a inflação tem um momentum de expectativas que são 
formadas adaptativamente da inflação passada, a economia pode sofrer uma 
recessão para reduzir a inflação. A política ótima utilizando uma função de 
perda quadrática vai depender dos parâmetros do modelo e quão rápido as 
autoridades querem decrescer a taxa de inflação. Uma apreciação da taxa de 
câmbio e um aumento na taxa de juros também causam recessão.

 3
TRADE‑OFF DESEMPREGO‑INFLAÇÃO:  
O MODELO ADAPTADO DE TAYLOR

O modelo‑base de trade‑off desemprego‑inflação que iremos utilizar nes‑
te trabalho consiste em uma adaptação do modelo original de Taylor (1982), 
conforme apresentado em Chiang (2000). Nessa versão adaptada, além de 
algumas simplificações realizadas no modelo, o horizonte de planejamento é 
modificado de infinito para um tempo finito T. 

O primeiro passo para resolver o modelo consiste em construir o funcio‑
nal objetivo do nosso problema. O funcional é composto pela função perda 
social, que expressa a aversão do governo à inflação, bem como ao desvio 
da renda de seu nível de equilíbrio. O objetivo então é minimizar o funcio‑
nal, sujeito às condições de fronteira estabelecidas (que serão fixas nesse 
modelo‑base). Para tanto, utilizaremos o cálculo de variações que nos per‑
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mite, por meio da equação de Euler, encontrar a trajetória solução da variável 
de estado. Por fim, aplicaremos as condições de segunda ordem a fim de tes‑
tarmos se o funcional de fato é minimizado.

3.1 * A função perda social
Seja o cenário econômico ideal dado por um nível de renda de pleno em‑

prego Yp conjuntamente com uma taxa de inflação p' igual a zero. Qualquer 
desvio, positivo ou negativo, do nível atual de renda Y do seu nível de equilí‑
brio Yp é considerado indesejável, assim como qualquer desvio da taxa de in‑
flação p' de zero. Tendo isso em mente, podemos escrever a função perda so‑
cial como se segue

 

λ α

α
( )

( )
= − +

>

Y Y p '

0

p

2
2

 

(3.1)

A fim de que os desvios positivos e negativos sejam contados da mesma 
forma, os termos foram elevados ao quadrado. Note, entretanto, que os desvios 
de Y e p' entram na função com pesos diferentes, na proporção de 1 para α, o 
que reflete os diferentes graus de aversão aos dois tipos de desvios. 

Pela Lei de Okun, o hiato do produto (Yp – Y) pode ser considerado uma 
proxy para a variável desemprego. Nesse sentido, a curva de Phillips ampliada 
que captura o trade‑off entre desemprego e inflação pode ser expressa como 

 

β π

β

( )
( )
= − − +

>

p Y Y'

0

p

 

(3.2)

em que π representa a taxa esperada de inflação. A formação da expectativa 
inflacionária é adaptativa, de acordo com a equação de Cagan

 

π π( )
( )

= −

< ≤

j p

j

'

0 1  

(3.3)



Revista de Economia Mackenzie • v. 9 • n. 2 • p. 113-146

122

Se a taxa atual de inflação p' exceder a taxa esperada de inflação π, temos 
que π ' > 0, o que significa que π foi subestimada, e assim a expectativa infla‑
cionária será revisada para cima. Por sua vez, se a inflação atual p' for inferior 
à taxa esperada π, então π ' < 0, o que significa que π foi superestimada, e, por‑
tanto, a expectativa inflacionária será revisada para baixo.

Combinando as duas últimas equações, chegamos a:

 
π β ( )= − −j Y Y' p  (3.4)

Isso nos mostra que deve haver um trade‑off de desemprego no curto pra‑
zo, a fim de obter um nível menor de inflação no longo prazo. A Equação 
(3.4) também pode ser escrita como

 

π
β

− = −
Y Y

j

'
p

 
(3.5)

Quando substituímos (3.5) em (3.2) temos 

 

π π= +p
j

'
'

 
(3.6)

E, ao substituirmos (3.5) e (3.6) em (3.1), podemos expressar a função 
perda social inteiramente em termos da taxa esperada de inflação e de sua 
derivada no tempo

 
λ π π π

β
α π π=







+ +




j j

( , ')
' '

2 2

 
(3.7)

3.2 * A formulação do problema
Temos então que o objetivo do governo, ou do tomador de políticas, é en‑

contrar a trajetória ótima de π, a variável de estado, que minimiza a perda 
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social sobre o intervalo de tempo [0, T]. No tempo inicial, o valor de π será 
expresso por π0, e, no tempo final, será estabelecida, como meta de política, 
uma taxa esperada de inflação igual a zero. Além disso, com o intuito de res‑
saltar a importância do presente sobre o futuro, toda a perda social será des‑
contada para o seu valor presente via uma taxa positiva de desconto ρ.

A partir dessas considerações, o problema do policymaker é 

 

Minimizar

Sujeito a

Λ[ ] ( , ')π λ π π ρ= ∫ −

0

T
te dt

π π π
π

( ) ( )

( )

0 00 0= >
T == 0 dado)(T  

Em que Λ[π] é o nosso funcional objetivo.

3.3 * A trajetória solução
O cálculo de variações nos ensina que a condição necessária de primeira 

ordem para minimizar ou maximizar o funcional objetivo é dada pela 
equação de Euler. Considerando a variável de estado do nosso modelo‑base, 
a equação de Euler é dada por

 π π+ + − =π π ππ π πF F F F' ' ' 0t' ' ' '  (3.8)

em que F é a função presente no integrando do funcional

 

λ π π π
β

α π π= =






+ +


















ρ ρ− −F e
j j

e( , ')
' 't t

2 2

 
(3.9)

A equação de Euler é em geral uma equação diferencial de segunda ordem 
que envolve as derivadas parciais da função F. A solução geral, por conseguinte, 
conterá duas constantes arbitrárias. Como nosso problema contém duas con‑
dições de fronteira (uma inicial e outra final), há informação suficiente para 
definir as duas constantes arbitrárias e obter a solução particular. 
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Sendo assim, a função F fornece as seguintes primeiras derivadas 
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(3.10)

e segundas derivadas
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(3.11)

Substituindo (3.11) na equação de Euler, temos
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(3.12)

Após simplificações, a equação (3.12) nos dá a condição necessária específica

 

π ρπ π
αβ ρ
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em que

 

(3.13)
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A equação de Euler dada em (3.13)1 é uma equação diferencial homogênea 
de segunda ordem, cuja solução geral assume a forma

 π = +t A e A e( ) r t r t*
1 2

1 2

 (3.14)

onde r1 e r2 são as raízes características

 

ρ ρ

ρ ρ

=
+ + Ω

=
− + Ω

r

r

4

2

4

2

1

2

2

2

 

(3.15)

Haja vista que a raiz quadrada em (3.15) tem um valor numérico maior ρ, 
podemos identificar o sinal das raízes características

 > <r r0 01 2  (3.16)

Para encontrarmos o valor das constantes A1 e A2, utilizamos as condições 
de fronteira, fazendo sucessivamente t = 0 e t = T na solução geral (3.14). O 
seguinte sistema surge

 

π+ =

+ =




A A

A e A e 0r T r T

1 2 0

1 2
1 2

 
(3.17)

A solução das relações em (3.17) nos fornece 

 

π
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−
−

=
−

A
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e e

A
e

e e

r T

r T r T

r T

r T r T

1
0

2
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2
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1

1 2  

(3.18)

1 Como estamos tratando de um problema autônomo do ponto de vista econômico (o tempo aparece como 
argumento no funcional apenas por meio do termo de desconto e‑ρt), a equação de Euler terá sempre a 
forma Fπ 'π 'π'' + Fππ 'π' – ρFπ' – Fπ = 0 (KAMIEN; SCHWARTZ, 2000).
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E devido ao sinal de r1 e r2, sabemos que

 < >A A0 01 2  (3.19)

Ao substituirmos (3.18) em (3.14), obtemos a trajetória ótima que a expec‑
tativa inflacionária deve seguir a fim de atender às condições de fronteiras 
estabelecidas e minimizar a perda social
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(3.20)

A taxa esperada de inflação segue uma trajetória contínua de decaimento, 
desde o seu valor inicial π0 até o seu valor final igual a zero. Esse fato nos é 
revelado pela derivada primeira da solução particular (3.20), que é negativa 
em todo intervalo [0, T] 
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(3.21)

Analisando mais a fundo o comportamento de π*, observa‑se, inicialmente, 
que a trajetória apresenta um decaimento a taxas crescentes (comportamento 
convexo) até um determinado ponto de inflexão tinf, a partir do qual passa a 
apresentar um decaimento a taxas decrescentes (comportamento côncavo). 
Igualando a derivada segunda de π* a zero, encontramos o ponto de inflexão 
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(3.22)

E desse modo, verifica‑se que a trajetória segue o seguinte comportamento
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(3.23)
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3.4 * Condições de segunda ordem
De posse dos resultados do modelo‑base, podemos testar se de fato a fun‑

ção perda social é minimizada no intervalo [0, T]. Um teorema de suficiência 
aplicado no cálculo de variações nos diz que, se a função F do nosso problema 
for convexa nas variáveis π e π', então a equação de Euler será suficiente para 
um mínimo absoluto de Λ[π]. 

A fim de checarmos se F(π, π ') é convexa, podemos aplicar o teste do deter‑
minante para a definição do sinal da forma quadrática. Seja o discriminante da 
forma quadrática dado por

 

D
F F

F F
' ' '

'

≡ π π π π

ππ ππ
 

(3.24)

os dois menores principais são assim definidos
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(3.25)

Temos então as seguintes possibilidades

D D F

D D F

0, 0 Forma quadrática negativa definida ( , ') estritamente côncava

0, 0 Forma quadrática positiva definida ( , ') estritamente convexa

1 2

1 2

π π

π π

< > ⇔ ⇒

> > ⇔ ⇒

Com efeito, os menores principais têm os seguintes sinais

 
D F

j
e

D
F F

F F

j
e

j
e

j
e e

j
e

2
1

0

2
1

2

2 2

4 0

t

t t

t t

t

1 ' '

2

2 2

2

' ' '

'

2

2 2

2 2
2

αβ
β

αβ
β

α

α α

α
β

≡ = +





>

≡ =

+

















=






>

π π
ρ

π π π π

ππ ππ

ρ ρ

ρ ρ

ρ

−

− −

− −

−

 

(3.26)
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Assim sendo, F(π, π') é estritamente convexa, e a equação de Euler é suficien‑
te para minimizar a perda social no intervalo de tempo estipulado. 

O teste de concavidade realizado é uma condição suficiente de segunda 
ordem que está relacionada ao conceito de globalmente côncavo ou global‑
mente convexo. Entretanto, se a função F não fosse globalmente convexa, 
seria necessário estabelecer condições mais fracas. Uma condição necessária 
de segunda ordem frequentemente utilizada no cálculo de variações e que 
está baseada no conceito de localmente côncavo/convexo é conhecida como 
condição de Legendre, a qual é muito simples de ser testada, pois envolve 
apenas o sinal de uma das derivadas parciais da função F. Para o nosso proble‑
ma, a condição de Legendre é tal que

 

F

F

Minimização de [ ] 0

Maximização de [ ] 0
' '

' '

π
π

Λ ⇒ ≥
Λ ⇒ ≤

π π

π π  
(3.27)

Podemos concluir por (3.26) que a condição necessária de Legendre para 
um mínimo de Λ[π] é atendida.

 4
CONDIÇÕES DE TRANSVERSALIDADE: 
MODIFICANDO AS CONDIÇÕES DE  
FRONTEIRA DO MODELO‑BASE

De posse dos resultados anteriores, podemos agora iniciar o objetivo prin‑
cipal do nosso trabalho, qual seja, aplicar as condições de transversalidade 
sobre o modelo‑base de trade‑off desemprego‑inflação. As condições de trans‑
versalidade são necessárias quando substituímos uma condição de fronteira 
fixa por uma condição de fronteira variável; no nosso caso, tornaremos variá‑
vel a condição final do problema. Nesse sentido, analisaremos quatro diferen‑
tes abordagens: o problema da linha terminal horizontal (quando o valor final 
da variável de estado é fixo, mas o tempo final é variável); o problema da linha 
terminal vertical (quando o tempo final é fixo, mas o valor terminal da variá‑
vel de estado é variável); o problema do tempo final variável e do estado ter‑
minal variável; e, por fim, o problema do horizonte de planejamento infinito. 
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Buscaremos demonstrar, em cada caso, como a mudança do enfoque sobre 
o modelo modifica (ou não) os resultados originais. Isso é de grande impor‑
tância, pois amplia o leque de possibilidades para o policymaker, auxiliando‑o 
em suas decisões. 

4.1 * Linha terminal horizontal: o problema do ponto final fixo
Nesta primeira abordagem, o tempo final é deixado livre (variável) e sua 

escolha torna‑se parte integrante do processo de otimização do modelo. A 
falta de um tempo final fixo impossibilita a resolução do problema unicamen‑
te pelas condições de fronteira, exigindo, portanto, uma condição de transver‑
salidade apropriada que nos forneça as informações auxiliares. Tal condição 
de transversalidade nos permite determinar endogenamente o tempo ótimo 
necessário para minimizar o funcional, sujeito a uma meta fixa para a variável 
de estado no tempo final encontrado. O nosso problema assume então o se‑
guinte formato:

•	 É	possível,	para	o	policymaker, encontrar o tempo ótimo necessário para 
minimizar a perda social, sujeito a um valor fixo para a expectativa infla‑
cionária no tempo final?

Ou: 

 

Minimizar

Sujeito a

Λ[ ] ( , ')π λ π π ρ= ∫ −

0

T
te dt

π π π
π

( ) ( )

( )

0 00 0= >
T == <π π π πT T TT livre, dado)( ,0  

Dadas as restrições apresentadas, um questionamento que poderia surgir é 
se podemos ter π(T) = πT = 0. Considerando que o tempo final é livre e de‑
terminado pelo modelo, não iremos supor que a expectativa inflacionária de‑
va ser necessariamente zero em T. Ao encontrarmos a solução particular, po‑
deremos testar se tal suposição é factível. 

De (3.14), a solução geral da equação de Euler é dada por

 π = +t A e A e( ) r t r t*
1 2

1 2

 (4.1)
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A condição inicial estabelecida continua sendo a mesma, π(0) = π0. Substi‑
tuindo‑a na solução geral, temos

 π+ =A A1 2 0  (4.2)

Precisamos agora de uma condição de transversalidade que nos permita 
especificar por completo as constantes A1 e A2. Como estamos lidando com 
um problema de linha terminal horizontal, a condição de transversalidade 
apropriada é

 π− =π =F F[ ' ] 0t T'  (4.3)

Sabemos por (3.9) e (3.10) que
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(4.4)

Substituindo (4.4) na condição de transversalidade, obtemos
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(4.5)

E após algumas simplificações, a condição de transversalidade pode ser 
escrita da seguinte forma
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Os termos π(T) e π'(T) são obtidos por meio da solução geral e de sua de‑
rivada, fazendo t = T em π *(t). Com isso, podemos escrever (4.6) de uma 
forma mais específica

 σ σ− + − =r A e r A e( ) ( ) 0r T r T
1 1 2 2

1 2

 (4.7)

Para definir os valores das constantes arbitrárias, é necessário resolver si‑
multaneamente o par de relações dado pela condição de transversalidade (4.7) 
e pela condição inicial 
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σ σ
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− + − =
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(4.8)

A solução do sistema nos fornece 
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(4.9)

E substituindo (4.9) em (4.1), transformamos a solução geral em solução 
particular do problema

π π σ
σ σ

π σ
σ σ

=
− −

− − −
+

−
− − −

t
r e

r e r e
e

r e

r e r e
e( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

r T

r T r T
r t

r T

r T r T
r t* 0 2

1 2

0 1

1 2

2

1 2

1

1

1 2

2

 
(4.10)

A fim de evitar ambiguidade nos sinais de A1 e A2, é necessário avaliar o 
sinal de (r1 – σ). De forma analítica, verifica‑se que (r1 – σ) > 0 para quaisquer 
valores dos parâmetros, já que
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(4.11)
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E assim inferimos 

 > >A A0 01 2  (4.12)

Podemos agora testar se é admissível a expectativa inflacionária assumir o 
valor zero no tempo final. Utilizando (4.10) e fazendo t = T, temos 
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(4.13)

Observa‑se não ser possível, em um tempo finito, estabelecer que π T = 0. 
Isso somente seria possível se r1 = r2, o que não é verdade por (3.15). Concluí‑
mos assim que, ao modificar o problema original para um problema de linha 
terminal horizontal, onde o tempo é deixado livre, é possível minimizar a fun‑
ção perda social sem que haja a necessidade de a taxa esperada de inflação ser 
reduzida até zero no tempo final. O governo pode estipular uma meta positiva 
fixa para π e ainda assim minimizar a perda social resultante do trade‑off de‑
semprego‑inflação.

A partir dessas considerações, podemos finalmente determinar de forma 
endógena o tempo ótimo necessário para alcançar o objetivo proposto, tal que 
0 < πT < π0 em T. Para tornar a expressão final mais clara, tomemos as seguin‑
tes relações obtidas através de (3.15) 
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Substituindo (4.14) em (4.13), obtemos
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Na forma como (4.15) se encontra, não é possível expressar explicitamente 
T com relação aos demais parâmetros do modelo. Entretanto, verifica‑se que 
o termo πT(r2 – σ)er2T tende rapidamente a zero para valores crescentes de T. 
Se o desconsiderarmos da expressão, poderemos encontrar uma boa aproxima‑
ção para o tempo ótimo. 

Seguindo esse raciocínio e aplicando o log em (4.15), encontramos
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(4.16)

Por fim, demonstra‑se que a expressão (4.16) garante um T* sempre posi‑
tivo, visto que
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(4.17)

As relações em (4.17) valem para quaisquer valores dos parâmetros.

4.2 * Linha terminal vertical:  
o problema do horizonte de tempo fixo

No problema original, tínhamos um ponto terminal fixo π(T), bem como 
um tempo final fixo T, de modo que o objetivo era minimizar a perda social 
sujeita a uma taxa esperada de inflação igual a zero no tempo final: π(T) = 0. 
Ao aplicarmos a ideia da linha terminal vertical, modificamos o problema ini‑
cial: agora a condição terminal para a variável de estado, π(T), é deixada livre no 
tempo final T, que permanece fixo. Mediante uma condição de transversalida‑
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de, podemos determinar endogenamente o valor ótimo que a variável de esta‑
do deve assumir no tempo final a fim de minimizar o funcional. 

Nesse segundo caso, o nosso problema é assim formulado:

•	 Pode	o	governo	determinar	o	valor	ótimo	da	expectativa	inflacionária	ne‑
cessário para minimizar a perda social, sujeito a um tempo final fixo?

Ou ainda:

 

e dt
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Começamos a resolução do modelo recuperando a solução geral 

 π = +t A e A e( ) r t r t*
1 2

1 2

 (4.18)

bem como a condição inicial, que não se modifica:

 π+ =A A1 2 0  (4.19)

Agora utilizamos a condição de transversalidade necessária para resolver o 
problema da linha terminal vertical, qual seja

 =π =F[ ] 0t T'  (4.20)

Por meio de (3.10), a condição de transversalidade assume a forma
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Trade-off desemprego-inflação, Tácito Augusto Farias,  Fábio Rodrigues de Moura, João Júnior, Henrique 
Veras, André Melo

135

Simplificando
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(4.22)

Da solução geral, obtemos π(T) e π '(T). Substituindo em (4.22), temos a 
forma específica da condição de transversalidade:

 θ θ+ + + =r A e r A e( ) ( ) 0r T r T
1 1 2 2

1 2

 (4.23)

A condição de transversalidade nos permite recuperar a informação sobre 
a condição terminal que foi perdida quando deixamos livre a variável de estado 
no tempo final T. Ao juntarmos (4.19) com (4.23), temos o necessário para 
determinar as constantes do problema
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(4.24)

Avaliando A1 e A2, encontramos
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(4.25)

Para definir os sinais de A1 e A2, é necessário verificar o sinal do termo (r2 + 
θ). Com o auxílio de certa álgebra, é possível demonstrar que
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Temos então

 > >A A0 01 2  (4.27)

A solução particular desse problema é configurada após substituirmos os 
valores das constantes na solução geral 
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(4.28)

A partir desse momento, podemos determinar endogenamente o valor final 
ótimo da variável de estado, ou seja, o valor de π*(T) que emerge da solução 
do modelo e minimiza a função perda social. Para tanto, verificamos o resul‑
tado de (4.28) em t = T, tal que T já é dado
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(4.29)

Com o auxílio de (4.26), concluímos que

 π >T*( ) 0  (4.30)

O processo de otimização realizado pelo enfoque da linha terminal vertical 
não requer, portanto, que a taxa esperada de inflação seja igual a zero no tem‑
po final. Isso significa que o governo, ao definir uma meta de tempo para 
minimizar a perda resultante do trade‑off, conseguirá cumprir o seu objetivo 
a uma taxa final positiva de inflação esperada.

Podemos demonstrar também que π*(t) segue uma trajetória regular des‑
cendente até alcançar o seu valor final π*(T). Derivando a solução particular 
(4.28) com relação a t, encontramos: 
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(4.31)
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Para melhor visualizar o sinal da derivada, multipliquemos (4.31) por e

e
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1 2

1 2

− +

− +
. 

A expressão que surge é 
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(4.32)

Claramente (4.32) é negativo, pois
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(4.33)

E assim 

 π <t'( ) 0*

 (4.34)

Em todo o domínio [0, T].

4.3 * O problema do tempo livre e do ponto final livre: 
condições de transversalidade simultâneas

A ideia, na nossa terceira abordagem, consiste em deixar livre tanto o valor 
terminal da variável de estado, π (T), quanto o tempo final T. Nesse cenário, a 
condição final do problema deve ser determinada completamente de forma 
endógena, e, por isso, faz‑se necessário aplicar simultaneamente as duas con‑
dições de transversalidade anteriores. Por meio da resolução do modelo, pode‑
mos encontrar o tempo final ótimo, e o valor terminal ótimo da variá vel de 
estado que minimizam o funcional. 

Temos então o seguinte problema:

•	 Há	possibilidade,	para	o	tomador	de	políticas,	de	determinar	simultanea‑
mente o valor ótimo da expectativa inflacionária e o tempo ótimo necessá‑
rio para minimizar a perda social?
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Ou:

 

∫π λ π π

π π π
π π π
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ρ−e dt

T T
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T
t

T T

0

0 0

 

As duas condições de transversalidade que precisam ser aplicadas já foram 
vistas nos dois problemas anteriores: uma relativa ao tempo final livre e outra 
relativa ao valor terminal de π. 
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π

π

=
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F F
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[ ' ] 0
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t T
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(4.35)

Recuperando os resultados (4.6) e (4.22), temos
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(4.36)

E resolvendo (4.36) simultaneamente, encontramos que

 π =T( ) 0  (4.37)

Ou seja, as duas condições de transversalidade aplicadas juntas implicam 
que a variável de estado dever assumir o valor zero no tempo T. Como vimos 
no problema da linha terminal horizontal, não é possível termos um tempo 
final livre (endogenamente determinado) e ao mesmo tempo uma taxa espe‑
rada de inflação igual a zero no tempo final. A fim de que π (T) = 0, é indispen‑
sável, portanto, que o tempo final seja fixo.
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Isso significa que, no modelo de trade‑off desemprego‑inflação, o gover‑
no não é capaz de definir, de forma endógena e simultânea, o tempo e o valor 
ótimo da expectativa inflacionária necessários para minimizar a perda social. 
Ou o valor final de uma dessas duas variáveis deve ser deixado fixo (linha ter‑
minal horizontal e linha terminal vertical) ou os valores finais de ambas devem 
ser fixos. O enfoque do tempo livre e do ponto final livre acaba, nesse modelo, 
por se degenerar em torno do problema original (condição final fixa).

Esse fato também pode ser verificado se continuarmos a resolver a condi‑
ção de transversalidade. Dada a solução geral 

 π = +t A e A e( ) r t r t*
1 2

1 2

 (4.38)

Fazemos t = T e substituímos em (4.37) 

 + =A e A e 0r T r T
1 2

1 2

 (4.39)

E juntamente com a condição inicial

 π+ =A A1 2 0  (4.40)

Resolvemos o sistema

 

π+ =

+ =




A A

A e A e 0r T r T

1 2 0

1 2
1 2

 
(4.41)

Que é nada mais do que o par de relações do modelo inicial. Sabemos con‑
sequentemente que as constantes assumem os valores

 

π

π

=
−
−

=
−

< >

A
e

e e

A
e

e e
A A0 0

r T

r T r T

r T

r T r T

1
0

2
0

1 2

2

1 2

1

1 2

 

(4.42)
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Substituindo (4.42) na solução geral, verifica‑se que a trajetória π *(T) que 
minimiza a perda social traz a necessidade de estipular uma meta de tempo 
para alcançar o valor nulo de expectativa inflacionária, da mesma forma que 
no problema‑base inicial.

4.4 * Horizonte de planejamento infinito
Para um governo, ou um planejador social, pode haver boas razões para 

estender o seu horizonte de planejamento indefinidamente no futuro, mo‑
dificando assim o intervalo de integração no funcional objetivo de [0, T] 
para [0, ∞]. Podemos, por exemplo, pensar em uma sociedade cuja existên‑
cia supõe‑se ser permanente. Tal abordagem tem a vantagem de tornar o 
processo de otimização mais compreensivo do ponto de vista da elaboração 
de políticas.

Como o horizonte de planejamento é infinito, fica claro que não há mais um 
tempo final fixo T que possamos utilizar. Ademais, é possível que o valor termi‑
nal da variável de estado também seja deixado livre. Isso implica que um dos 
caminhos para resolver o problema consiste em aplicar as condições de trans‑
versalidade, que agora devem levar em consideração um tempo não finito. 

Em certos casos de horizonte infinito, entretanto, as condições de transver‑
salidade acabam sendo de pouca ajuda na determinação das constantes de 
integração. Um das formas de contornar esse fato consiste em supor, com base 
em um razoável suporte econômico, que a solução do modelo gravita em tor‑
no de um estado estacionário no longo prazo. Se essa suposição for plausível, 
podemos simplesmente utilizar uma condição final apropriada no lugar da 
condição de transversalidade. 

Elaboremos então o problema desta seção:

•	 Considerando	um	horizonte	de	tempo	infinito,	que	trajetória	a	taxa	espe‑
rada de inflação deve assumir a fim de minimizar a perda social? Supondo 
plausível, qual é o valor de estado estacionário para π?

Ou: 

 

e dtMinimizar [ ] ( , ')

Sujeito a (0) ( 0)
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0 0

∫π λ π π

π π π
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= >
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Primeiramente resolveremos o modelo utilizando as condições de transversa‑
lidade e não faremos suposições quanto ao valor terminal da expectativa inflacio‑
nária. Para um horizonte infinito, as condições de transversalidade são uma ex‑
tensão natural das condições vistas anteriormente para um tempo finito, ou seja, 

 

π( )
( )

− =

=

π
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lim ' 0
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t

t
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(4.43)

Substituindo (3.9) e (3.10) em (4.43) e simplificando, temos
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(4.44)

Através da solução geral

 π = +t A e A e( ) r t r t*
1 2

1 2

 (4.45)

Obtemos π (t) e π '(t) e substituímos em (4.44). Após organizarmos os ter‑
mos e efetuarmos certas simplificações, chegamos a

r A e A A
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(4.46)

em que θ já foi definido em (4.22). Considerando os sinais das raízes caracte‑
rísticas, bem como as relações entre os parâmetros já vistas anteriormente, te‑
mos que as condições de transversalidade somente são atendidas no limite se

 =A 01  (4.47)



Revista de Economia Mackenzie • v. 9 • n. 2 • p. 113-146

142

Substituindo o valor de A1 na condição inicial dada por

 π+ =A A1 2 0  (4.48)

Concluímos que

 π
=
=

A

A

01

2 0  
(4.49)

Podemos, entretanto, resolver esse problema de modo mais conveniente. 
Suponha que seja razoável esperar que a expectativa inflacionária tenda assin‑
toticamente a um valor de estado estacionário no longo prazo, dado por πss. 
Isso significa que a derivada primeira e a derivada segunda da variável de es‑
tado se igualam a zero no estado estacionário, ou seja, π '' = π' = 0 no longo 
prazo. Assim, recuperando a equação de Euler dada em (3.13) 

 π ρπ π− − Ω =t t t' '( ) '( ) ( ) 0  (4.50)

Fazemos t → ∞ e substituímos em (4.50) os valores de π ', π '' e π de estado 
estacionário. O seguinte resultado aparece

 π = 0SS  (4.51)

Que também pode ser visto como

 
π π= =

→∞
tlim ( ) 0

t
SS  (4.52)

Isso nos mostra que, em um horizonte de planejamento infinito, a taxa 
esperada de inflação tende ao valor zero no estado estacionário. Esse resultado 
é de grande utilidade, pois (4.52) traduz‑se na condição final de fronteira do 
problema, necessária para determinar os valores das constantes arbitrárias. 
Como temos uma condição final, não há a necessidade de aplicar uma condi‑
ção de transversalidade. Além disso, substituindo (4.45) em (4.52), fica fácil 
perceber que a condição final é satisfeita somente se A1 = 0, o que nos leva por 
consequência a A2 = π0 pela condição inicial, resultados idênticos aos encon‑
trados em (4.49).
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Por fim, podemos substituir os valores das constantes na solução geral, o 
que define a solução particular desse problema

 π π=t e( ) r t*
0

2

 (4.53)

Essa trajetória representa a redução contínua da taxa esperada de inflação, 
de π0 até zero. E quanto maior for o valor absoluto de r2, mais rapidamente a 
expectativa inflacionária irá convergir para seu valor de estado estacionário.

 5
CONSIDERAÇÕES FINAIS

Este trabalho procurou demonstrar a importância das condições de trans‑
versalidade na óptica do cálculo de variações, utilizando como problema‑base 
o modelo adaptado de Taylor (1989) de trade‑off desemprego‑inflação, con‑
forme proposto por Chiang (2000). Como vimos, a depender da suposição 
acerca do comportamento das variáveis que compõem as condições de fron‑
teira, faz‑se necessário utilizar uma condição de transversalidade específica 
que pode acabar modificando a solução original do problema.

Em um horizonte de tempo finito, vimos que a abordagem da linha termi‑
nal horizontal nos possibilitou determinar o tempo ótimo necessário para 
minimizar o funcional. Além disso, verificou‑se que a variável de estado deve‑
ria assumir um valor positivo fixo no tempo final. Já no enfoque da linha ter‑
minal vertical, onde o tempo é mantido fixo, determinamos endogenamente 
o valor ótimo da expectativa inflacionária que minimiza a perda social e vimos 
que esse é um valor positivo. Por sua vez, quando consideramos variável tan‑
to o tempo final quanto o valor terminal da variável de estado, as condições 
de transversalidade implicam um retorno ao problema‑base, evidenciando 
não ser possível, nesse modelo de trade‑off, encontrar simultaneamente o 
tempo final ótimo e o valor terminal ótimo da expectativa inflacionária. 

Por fim, quando alteramos o horizonte de planejamento de finito para in‑
finito, as condições de transversalidade devem ser modificadas com vistas a 
incorporar o novo horizonte temporal. Vimos também que podemos alterna‑
tivamente resolver o problema se julgarmos que a taxa esperada de inflação 
assume um valor constante de estado estacionário. Nesse sentido, os resulta‑
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dos apontaram ser razoável supor que nossa variável de estado tenda a zero no 
longo prazo, permitindo assim encontrar a trajetória de solução de forma mais 
rápida e prática. 

A Tabela 1 sintetiza todos os resultados anteriores.

Tabela 1

Comparativo entre os problemas propostos
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Fonte: Elaborada pelos autores.
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TRADING OFF INFLATION AND UNEMPLOYMENT:  
AN ANALYSIS OF DIFFERENT TRANSVERSALITY 
CONDITIONS APPLIED OVER AN ADAPTED VERSION 
OF TAYLOR’S MODEL

Abstract
The objective of this paper is to analyze the effects of different transversality 

conditions applied over an adapted version of Taylor’s (1989) inflation and 
unemployment model. The transversality conditions arise when we modify the 
approach of the basic model, more precisely when we set free the boundary 
conditions. In this sense, we propose four different approaches: horizontal terminal 
line (a free terminal time), vertical terminal line (a free terminal state), terminal time 
and terminal state both free, and infinite planning horizon. The results shows that, 
except in one case, the transversality conditions eventually change the original 
results, which suggests that, depending on how we set the problem, we can actually 
answer different questions regarding policy formulations.

Keywords: Transversality conditions; Inflation‑unemployment trade‑off; Taylor’s 
model.
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